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Nombres magiques'

Groupe fonction
Mots-clés : Numération décimale, énigme, séquence, algorithme, opérations, déduction, équation.

Le probleme

11 s'agit d'eExpliquer le fonctionnement d’un jeu : a partir d’un nombre quelconque de deux
chiffres pensé par un joueur, appliquer une suite d'opérations, puis, du résultat obtenu,
retrancher 1’année de naissance du joueur pour obtenir un nombre de quatre chiffres dont les
deux premiers forment le nombre pensé et les deux derniers 1'age du joueur.

Antoine propose ce jeu a sa sceur Zo¢ :

« Pense a un nombre de deux chiffres. Multiplie ce nombre par 4. Au résultat, ajoute 68.
Multiplie le total par 25.

A ce résultat, ajoute le nombre entier formé par les trois premiers chiffres du nombre pi (7).
Puis retranche ton année de naissance. Tu trouves un nombre de 4 chiffres.

Les deux premiers donnent le nombre que tu as choisi et les deux derniers donnent ton dge
en 2014 ».

Z0é suit les indications et vérifie qu'Antoine a raison.

Expliquez pourquoi ce calcul tombe toujours juste.

Tache de résolution et savoirs mobilisés

- Faire quelques essais pour vérifier que le jeu fonctionne pour n’importe quel nombre et avec
n’importe quelle personne qui joue.

- Comprendre que le nombre choisi par Zoé est d’abord multipli€ par 4 puis par 25, il est donc
multiplié par 100 et devient un nombre de centaines.

- Comprendre que par distributivité de la multiplication sur 1’addition on ajoute 68 multiplié
par 25, soit 1700.

- En continuant 1’algorithme, Zo¢ ajoute 314 a 1700, ce qui donne 2014.

- De 2014, Zoé retranche son année de naissance, ce qui donne son age en 2014 (nombre de 2
chiffres, éventuellement commencgant par 0 !).

- Le résultat du calcul de Zoé est un nombre a 4 chiffres dont les deux premiers chiffres
donnent un nombre de centaines €gal au nombre choisi et les deux derniers chiffres, les
dizaines et les unités donnent son age en 2014.

Ou bien : Ecrire le nombre de deux chiffres en forme polynomiale 10x + y et le transformer
selon les indications données :

4 (10x + y) ; 40x + 4y + 68 ; 25 (40x + 4y + 68) = 1000 x + 100 y + 1700 ;
1000 x + 100 y + 1700 + 314 = 100 (10x + ) + 2014.

! Probléme 17 de 1I'épreuve II du 22e rallye, de catégories 8,9,10.
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On observe ainsi qu'on obtient un nombre de quatre chiffres dont les deux premiers forment le
nombre choisi et la différence entre 2014, I’année actuelle, et I'année de naissance est 1'age de

la personne qui joue.

Résultats
Points obtenus : sur 841 classes de 19 sections
points Occ 0 Occ 1 Occ 2 Occ 3 Occ 4 Total
Cat. 8 237 171 62 54 60 584 1.2
Cat. 9 55 39 16 19 15 144 1.3
Cat. 10 25 26 7 11 44 113 2.2
tot 317 236 85 84 119 841 1.3
en %
Cat. 8 41% 29% 11% 9% 10%
Cat. 9 38% 27% 11% 13% 10%
Cat. 10 22% 23% 6% 10% 39%
tot 38% 28% 10% 10% 14%

Selon les criteéres d’attribution des points suivants :

4 Une explication compléte et claire montrant la compréhension de la distributivité et le calcul

de I’age

3 Une explication peu claire ou incompléte, mais qui met en évidence le calcul de 1’age de

Z0¢é

2 Une explication trés incompléte, qui montre le calcul des centaines a partir du nombre

choisi

1 Début de recherche avec plusieurs exemples et un début d’explication
0 Incompréhension du probléme

Procédures, obstacles et erreurs relevées

a) Incompréhension du probléme

- C’est le cas de plus du tiers des copies au niveau 8.
- Un effet type age du capitaine :

tyo we oot U, (X" x 4) 404 ) 25) +344) 7000

Dans celle-ci, on peut lire un autre bel effet de contrat didactique :
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/@WN(WJZQ weli owee Mawm . by mombrg Mok celus
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b) Calculs sur des exemples

- 1, 2 ou 3 exemples pour montrer que le résultat du calcul est bien conforme a ce qui est

annoncé. C’est le cas de 39 copies de niveau 8 sur 139 analysées en Franche-Comté.
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- Un seul exemple dans ces copies de niveau 8, I’algorithme est bien maitrisé¢, mais il n’y a
pas d’explication justifiant la généralité de la procédure :

X4 +6¥ i )(.{:3 N 5314 L ; = 2000 - -
26 —> AQL, —N AFRP2—> 4 A0 > L6 AL —> 2614
- Une affirmation invérifiable :
2 < o Fo . B ¢ Aﬁ'
Bl A oo Vorppusn o cone W1 'y f S

20463 = 158 condie -
A3 29+ (700

bo + 37 = Sl
50((4 ~ &«_OO = ég'ﬂ«

- Un exemple bien détaillé sans explication :
Saun awons choi & hifdre AA. Suw o mubtipliv gl AAKG=GG.
Ruo gjakn> 63 au ioollak : Ult63= AL,
Qo mubliplisns & sdoubhak pore $5: UL K25 = L300
VLB, 532,654 - on prend 344, Oone on fatks 280+344= 244
it o s maissamee oat 4 ammiz 2000. Cone on sawsiat &
soubtak par. 2000, > 344U - 200 = AA A,
&t 1 pumion hiffeoo mukeAd, cba Bon nstra nombi da dGeank

- . - N N G ) O 4 N 0 0N " i ] d
Qua MBlife /s Chau, L ‘éw oL GOMUETD IR SMLS AU ,eled don

Mtk Sge Q{'ﬂb&u o uom xauon.

¢) Généralité du résultat

Dans cette copie, de niveau 8, la généralité est longuement décrite a partir d’un exemple :

40 AbL i 3mo Preso Unhumers @
X4 n Cdso : il 10.
240 . . ‘ [
+68 ;éjm)iuwf I vy 9355955‘
1084 ndicsti 43 Priogema S189mo
| arivdli @ ysultste Finsle
2 700 4 P14 lFalhi 10 2 1)
) +51L, hUmeyo <oh CU] exdVdmo »
30141L‘ Fa)'“tm e 14 2 .9) QFFthvg
_SLc-noQ e e s o (s
1014 w3 hel ;ooo) hel 2014 |

Nous avons pensé a un nombre : le 10.
En exécutant les divers opérations indiquées par le probléme nous sommes arrivés au résultat

final 1014. En fait 10 est le nombre duquel nous étions partis et 14 est l'age que nous avons
(nous sommes nés en 2000) en 2014.
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Nous avons noté que les deux derniers chiffres de 314 correspondent a [’année pour laquelle
nous devons avoir 1’dge indiqué par les deux derniers chiffres du nombre final obtenu. 1014
2> 4.

Le jeu fonctionne donc parce que les 2 derniers chiffres de 314 correspondent a l’année que
le probleme nous a donnée, 2014.

Deux exemples sont traités dans cette copie de niveau 8, avec un raisonnement par parité :

Sestituondy 34 Gn M5 2 0sohly SLWMIe 10 come
humeto miZiale , ¥ psuitale & w5 fy 2 L3 29
B I @i ho Vlems 15 By |, che @\‘*YiSM@ ale U\t)»y\c,
be ¢iFr dd 315,

lh Lothbiom i _yccg ,F\)’m’c{owa PRyche ‘\cvl Ultmo, Ju@
afre & 314 T wdicon qele anp 7oy ¥ &3
ih&icata (H\Q ol Time dlUQ, C\F\(Q dol YiSultaJCO[

En substituant 314 a 315 et en employant toujours 10 comme nombre initial, le résultat est
1015, et dans ce cas nous avons 15 ans, qui correspondent aux derniers deux chiffres de 315.
En conclusion le jeu fonctionne parce que les deux derniers chiffres de 314 t’indiquent en
quelle année tu auras l'dge indiqué par les deux derniers chiffres du résultat !

(4" teppa) ogni nomero moltipliceto per 4 da un nomere parr
Ub=bb=> PorT 10-4240 = por1

(2'teppa]  Cgni numero peri, addizionete = un nurmero pani , da un numero pori
Lb168=12 LO+eg= (08

(3 tepre)  Ogni wumero pari o lbrplecato per 25, dz on mumere (n cur le oltry
due cthre sono Jue O
1082532700 112-25= 3800

(6 tappe) Aggiongendo inomero su e vltime dve cifve somo 1 e 4

7007 314 = 2014 2800+ 314 = 3]14

(le étape) Tout nombre multiplié par 4 donne un nombre pair

(2e étape) Un nombre pair ajouté a un nombre pair donne un nombre pair
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(3e étape) Un nombre pair multiplié par 25 donne un nombre dans lequel les deux derniers
chiffres sont deux 0

(4e étape) En ajoutant le nombre 314, les deux dernier chiffres sont I et 4
d) Remarques sur le facteur 100

- Les exemples montrent la multiplication par 100 du nombre pensé (niveau 8) :

. Q‘um&m dhaaih i nenne d doox oy alon B mdi e wmﬁr fuirgon
ajoulg 68 wm%mﬂh{w}%ht&’m&mm%mnﬁm s e @ qentos
ot /[Luﬂ c;mm cm/lCﬁQ C}JMQEWG&DM&M o dy [mg;m,rw wt O dowe
guond, %mﬁm DAt (do 3 pomizw duffu du nendss T W Qo ok,
Yanade do MAmOnce o fewe o nomin Gu ot o el iy by doue doviend

e downenly pefie, Bop o A0,
., 4

- Méme avec un age canonique pour des éleves :

&Ln(‘. x\m&km GBS

Voo, QWW 3\; L\L&(’A){ Ao \ose A% o o dBbL
e Aa Aonlye. \x\o&g

Ao b e
" de U aungion l@\\l S UIQLQ Qe
\\MBLULCE (u\g\)a) O Leouom wek o 0 C‘}C

- Compréhension de la multiplication par 100 du nombre donné, ce qui explique qu’on le

retrouve comme centaines du résultat du calcul, dans cette copie de niveau 9 ou il y a un
choix de variables :

e e R )

= ’}@*‘“‘“‘1&;& Sl

—\-6é~ X N A AI0 = \.)ﬂg ENEEEEEEEEEE
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Le jeu fonctionne toujours parce que

N LNUHERD OO GAT DEREAT
[V TN N OT SN NEY WA I
n = nombre que nous avons pensé |

n' = année de naissance
n’ = dge en 2014

- Idem, mais avec des explications détaillées dans cette copie de niveau 8 :

fo opfroliont  wsuIome Coume 0 4L
e pemnsOld— che 0ot CraneyCom
X e R wumere OB goneed g oot
e~ xoppressRtione o Y, Ny e = 0
@ W0 . K oprdaone Jo SR e QuuonQy -
X A0 + M4 -Y
(S50 TO.C V0L O s o O N D oy L VTR VTS B 31 Yo A > |-Vl YUY
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9757» MU STV [THRNI Y6 & v¥'s ST ST 200 & T« SHPRC M T2 0\ Fo
e Po deumi e\ Oue - O33e) @ = emmeowe
Ce _waitnl  dgRL oty PUNS e £ oo’ KR
Plor S AN I AL e TORNS VD Y BV ) 'a™ Cirnole
MAQU0IQ, & ol uilL

Dans ce probleme, nous avons vérifie que les opérations donnent un résultat correct pour le
nombre pensé, que nous avons noté ’X’’, et [’année de naissance que nous avons représentée
par Y’ qui sont des entiers > a zéro. L opération proposée est donc : X. 100 + 2114 —-Y

Ce resultat parce que 2114, est un des deux éléments invariables de la somme algébrique, se
terminant par “’14°°, comme [’année dans laquelle on a cet dge.

Le nombre pensé obtenu est correct parce qu’il est multiplié par 100, les unités et les dizaines
sont deux 0 (zéro)’’ et les unités du nombre pensé font partie du nombre final, les dizaines

du premier nombre forment les milliers, etc.

e) Une variable (le nombre pensé) ou deux variables (I’année de naissance des éleves).

- Le probleme est alors intermédiaire entre une expression algébrique et des essais
numériques, ce qui en général conduit au résultat (niveau 8) :
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1L GLOCD  FOoNA o € o’ WDenmta .
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CDeamiTd”™ € & (ax + m) A5 + 24 - g = -\ + (2009 - 9’)
X T POMERO D DR GFRR Gde, va. ferSato
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x| £33 Q= Q000

(Q'QS»-\- 68)'&6* DG - QOO0 T I8 - \CO -\-(&oxﬂr-&ooo\:
A/ a2 = QRia

Le jeu fonctionne puisque c’est une identité
Donc peut étre résolu pour n’importe quelle valeur donnée a l’inconnue
x = nombre a deux chiffres que nous avons pensé

y = ['année de naissance 2> exemple

- Une bonne compréhension du probléme (niveau 8) :

\;\D\,‘yg:(\h s donnee g&b < Qregmiers C"“@@“S du rormsre e\ QUQQPUP -

R ombre Shoss- @amme © mofhoke

R b = S “bb < )

WO &S dewc geos (es Zrps am\rmmgsc% @e?@qo S S v
Q@M 22 on o e IR de deenct 4 nevre 3oy © draque S

- Une formule a deux variables (avec plus ou moins de succes) dans cette copie de niveau 10 :
X= tumero one "o pendako ‘

y=anmo gl nosetor

(4x +62): 85 + dia - Y=
= J00X 4 100434 -y
: 4oox + 404 Y
W\ X
o 4o X infende il Lumenn cne 10 misctto Ry 400 ribintiens. eyaineis el e inale 9 ¢ it fe puine due oo
2014 € 2me f50 @mrae € | asultodo de amen Romit do. Aot (4300+ 3i4)
Ssaende B notro anoLmyAgth A Q014 (che € 450), s dfiene mpre 10 rosto- elp nel 2014

X = nombre que nous avons pensé
y = année de naissance
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. 100 x est le nombre que j'ai pensé par 100, le x occupe donc dans le nombre a 4 chiffres les
deux premieres positions

. 2014 est toujours fixé parce qu’il est le résultat des nombres donnés (1700+314)
. En soustrayant notre année y de naissance a 1014 (qui est fixé), on obtient toujours notre
age en 2014

f) Imprécisions sur I’age et sur les données

- Un obstacle rencontré est de trop sensibiliser les ¢éleves sur leur age. De ce fait, ils ont
tendance a considérer en priorité leur age réel sans chercher a comprendre le calcul, comme
par exemple dans cette copie de niveau 8 :

— T yo do velon : Coning, ww Meu» o L A0 ol a%& ok i & 9
(‘*LﬁEQ”\'\ﬁ'« 1006 .. Yo chetsl & chudfng

L(/i;;x‘»‘r -%"OU}'\ 25 +3 ij 2000 /19 1t mw A

3 . » P D M ob Pnleal N V/ o)
Weo o cheinl & A2 en & nafaewit moi B A 409 e BT
u

<0 ‘.
o Il ea A ALAeA nad Ao & 8 eckelyu
Aeanen U izwi‘-r, oL MOWD M OUeN ,E‘ﬂy ks oCEYW .

f

- Une incompréhension de I’énoncé est de prendre le nombre Pi (3,14) au lieu de 314.

41%%«—\,0 < L5 r)’L‘»“jfT\ e \< - o

4®x4+68x%+§zztﬁ 47 e
qu&\)b\\@m&@\ N§U gy

S r(\@f&\wﬁ

g) Un traitement exhaustif par tableur

10 |40 108 | 2700 | 3014 1014
11 |44 112 {2800 | 3114 1114
12 | 48 116 | 2900 | 3214 1214

96 |384 |452 |[11300 11614 9614
97 |388 |[456 | 11400 11714 9714
98 (392 |460 | 11500 11814 9814
99 1396 |[464 | 11600 11914 9914
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706 suit les indications et vérifie qu'Antoine a raison. ( ,l J, ‘,} \
Expliquez pourquoi ce calcul tombe toujours juste. K Noo, ( QX*;QCA:J{
Ao AgUrnuXe -,w), >
3 %% C Fa O, )

o D 7[2 ATJ\Q}Q %\ f \,’1

Exploitations didactiques

C’est un probleme classique : trouver un nombre aprés un algorithme de calcul dont la
décomposition permet de trouver la clé donnant un résultat a partir duquel on peut
reconstituer les données. Dans ce probléme, on trouve un jeu exploitant 1’écriture décimale
d’un nombre. On y sépare les centaines des dizaines et unités, chaque partie rétablit les
nombres donnés. L’intérét didactique est de faire apparaitre la décomposition décimale
comme un outil essentiel pour comprendre le succes de I’algorithme proposé.

Celui-ci fait intervenir une multiplication par 4, suivie apres addition d’une multiplication par
25. La distributivité de la multiplication sur 1’addition donne une multiplication par 100 du
nombre pensé. La compréhension de cette propriété conduit a 1’explication demandée. Sans
elle, la répétition d’exemples est présentée comme argument justificatif de la validité de
I’affirmation d’Antoine. Suivant le niveau auquel ce probléme est proposé, cet argument peut
étre retenu ou rejeté.
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