Les grilles (B)

Identification

Rallye : 25.1.06 ; catégories : 4,5, 6
Domaines : FN, OPN ; familles : DCP, MUL, SF,
Code : op88-fr ; statut : 2

Résumé

Dans une suite de grilles dont les quatre premieres sont dessinées (1 x 3 ;2 x4 ;3 x5 ;4 x 6) et le nombre de
carreaux indiqué (3 ; 8 ; 15 ; 24), vérifier s’il est possible de trouver des grilles de 112 et 224 carreaux.

Enoncé

Asmine dessine une suite de grilles selon cette régle : pour chaque nouvelle grille elle ajoute une
rangée et une colonne de carrés a la grille précédente.

Voici les quatre grilles qu'elle a déja dessinées :

LI ]

3 carrés 8 carrés 15 carrés 24 carrés

En continuant @ construire des grilles en respectant la méme régle, pourra-t-elle construire
une grille avec exactement 112 carrés ?
Et une grille avec exactement 224 ?

Expliquez comment vous avez trouvé votre réponse.

Téache de résolution et savoirs mobilisés
Analyse a priori de la tdche
- Observer les grilles déja dessinées et comprendre la reégle de construction.

- Essayer de dessiner d'autres grilles en ajoutant toujours une rangée et une colonne de carrés pour voir si on
réussit a obtenir celles avec le nombre de carrés indiqués.

- Dénombrer a chaque dessin tous les carrés ou en calculer le nombre et constater qu’on ne peut pas faire une
grille avec 112 carrés, mais que c’est possible avec 224 carrés et trouver ainsi la réponse. Cette procédure est
longue et fastidieuse, mais pas impossible.

Ou, observer les régularités qu’on retrouve d’une grille a I’autre. Noter par exemple que la différence des
nombres de carrés entre la longueur et la largeur est toujoursde 2,(3-1;4-2;5-3;6—-4 ...), ou que pour
passer d’une grille a I’autre longueur et largeur augmentent chacune de 1. A partir de ce constat, effectuer une
série de multiplications dans lesquelles la différence entre les deux facteurs est de 2 et voir si parmi les résultats
obtenus figurent les nombres cherchés : 7x5=35;8x6=48;9x7=63;10x8=80;11x9=99;12x10=
120 ; ... ; 16 x 14 = 224. Constater que le nombre 112 n’apparait pas, alors que 224 apparait.



Ou, observer a partir de la premiere grille que les nombres de carrés des grilles successives s’obtiennent en
ajoutant 5,7, 9, 11, ... carrés au nombre de carrés de la grille précédente : 3+5=8;8+7=15;15+9=24.
Les nombres (5,7, 9, 11) représentent les différences entre le nombre de carrés d’une grille et le nombre de
carrés de la grille précédente. Construire éventuellement d’autres grilles pour vérifier que la différence augment
a chaque fois de 2. A partir de ce constat, effectuer une série d’additions en partant du dernier nombre de carrés
indiqué dans les exemples auquel il faut ajouter 11. Continuer ainsi, et vérifier si parmi les nombres obtenus
figurent ceux recherchés : 24 + 11 =35;35+13=48;48+15=63;...;80+19=99;99+21=120;...;
195 + 29 = 224.

Conclure qu’on ne peut pas construire une grille avec 112 carrés, mais que c’est possible avec 224 carrés.

Mots-clés

nombre naturel, addition, somme, multiplication, produit, terme, suite, progression, fonction du second degré,
vérification

Résultats

Points attribués, sur 3209 classes issues de 20 sections :

25.1.06
Points attribués 0 1 2 3 4 Nb. classes | moyenne
Cat4 331 (38%) |119 (14%) (102 (12%) |94 (11%) 230 (26%) 876 1.74
Cats 258 (28%) (109 (12%) |124 (13%) |115 (12%) 329 (35%) 935 2.16
Cat 6 387 (28%) (123 (9%) (192 (14%) |199 (14%) 497 (36%) 1398 2.21
Total 976 (30%) |351 (11%) |418 (13%) |408 (13%) 1056 (33%) | 3209 2.07

Selon les criteres déterminés lors de I’analyse a priori :

* 4 points : Réponse correcte (non pour 112, oui pour 224) avec des explications claires et completes
(dessins, détails des calculs effectués, observations commentées des grilles...) qui permettent de
comprendre la procédure utilisée

* 3 points : Réponse correcte avec des explications incompletes ou peu claires (absence de quelques
calculs, de quelques étapes, commentaires sommaires pas suffisamment explicites, ...)

* 2 points : Les deux réponses correctes sans explications OU une seule réponse correcte (1’autre erronée
suite a une erreur de calcul ou de dénombrement) avec des explications qui permettent de comprendre
la procédure utilisée

* 1 point : Les deux réponses sont erronées suite a des erreurs de calcul, mais la procédure utilisée est
correcte OU une des deux réponses est correcte et bien expliquée et 1'autre est erronée suite a une erreur
de raisonnement (par exemple, comme ce n’est pas possible de construire une grille avec 112 carrés on
en déduit qu'il n’est pas possible d’en construire une avec 224 carrés car 224 est le double de 112).

* 0 point : Incompréhension du probleme

Ce probleme est une variante de Grilles (A) avec des modifications mineures. Les moyennes de point obtenue,
pour les catégories correspondantes, sont tres proches.

Procédures, obstacles et erreurs relevés

Les exemples en italien qui suivent pour les catégories 4, 5 proviennent de la section de Parma et de Milano pour
la catégorie 6. Les exemples de copies en francais de catégorie 6 viennent de la section de Franche-Comté.



Deux types de procédures apparaissent dans les copies :

une procédure graphique qui présente une succession de grilles jusqu’a celle qui contient 224 carrés,
dans deux présentations possibles : soit des grilles séparées, soit des grilles incluses les unes dans les

autres,
- une description du passage d’une grille & la suivante présentant une suite numérique de dénombrement
des nombres de carreaux comptés soit en largeur, soit en longueur, soit en aire.

Exploitations didactiques

L'analyse des copies a montré I'évolution de I’argumentation que les éléves présentent dans leurs explications, en

fonction de leurs niveaux scolaires.
Les représentations graphiques que nous avons trouvé dans les trois les catégories montrent quelques suites de

grilles séparées :

MI06051
‘C)’r~ - [ | § ; f. 4 lr ,L
1=1TIT
BN S W W 7% Y, 672
v : 4‘ . r | .‘ ) ‘r | 1
B G S o7 I 1 1
. z T :
™ 4
T l 1: | i | |
| 1  §
|- P X | i 1 #
_1- | ¢ I Ia T — : + ! 4 | i
| | l 11 et ! Ll | |
'1 I i e ttdd L L L T LT 1
ou incluses 1'une dans l'autre
MI06099
| - : $ < - 1
b : ! S
+ . + HOEOLOaH
. - a ;.-.,1 1t 1
mauL ‘ EEENEEEEE
‘ —_ 4 HH11
R = Ea TR
! 8l INENIEEEE I !
T HE -1 1 T
11 i I R
¥t T T 1
TR 2 i EemammEEEEamssEn
CONT RONED) . = A (O A ESEA
T DEGG | CROIRRG CHEINON S0 F O FREE T
—ALT T RORTERTTR | [P TS R e T
| 1111
v SE NN f* T
..... NN EE NN

La seconde représentation est plus efficace et économique en termes de place; il y a en outre un risque plus petit

d’erreur :
PR4035
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méme si le comptage des carreaux peut introduire quelques difficultés :
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Copies de catégorie 4
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Méme dans les bonnes copies de ce niveau 4, la stratégie graphique prédomine. Généralement, les éléves
réalisent les dessins et comptent les cases dans les grilles rectangulaires. Dans la plupart des cas, la procédure est

indiquée sans commentaires, avec parfois des calculs successifs :

PR4013

2U+44235 443 2648+ 15 263 + 17 = R0 + 13 = + 24 =42
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Dans cette catégorie, quelques éléves réussissent a découvrir une régularité et a faire un commentaire pertinent :
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Une copie présente un dessin et une verbalisation trés simple du raisonnement :
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Deux exemples de calculs faits "au hasard" :
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Dans quelques cas (rares en cat. 4), on trouve des explications verbales, parfois jugées incomplétes par les
correcteurs. La copie suivante présente cependant un raisonnement correct mais inachevé :
PR4003

Categorie 5

Dans cette catégorie, les explications verbales apparaissent plus détaillées, souvent accolées aux dessins des
grilles, avec une coordination plus précise entre les deux représentations. Au moins deux types d’explications
commencent a se présenter : description avec graphique (PR 5014) et explication procédurale avec les calculs
(PR 5002 et PR 5073).
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Dans cette copie, on trouve une erreur de calcul due a ’opération x2 ou :2, peut-étre induite par la phrase de
I’énoncé : "elle ajoute une rangée et une colonne...".
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Une explication basée sur une procédure additive correcte mais peu explicitée :
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Catégorie 6

Les copies de cette catégorie montrent une certaine évolution sur les aspects suivants :
* les dessins ne présentent plus des grilles séparées, mais sont presque toujours présentés dans une
illustration schématique représentant les différentes grilles imbriquées :
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* les différentes représentations sont coordonnées de maniére plus harmonique :
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* l'observation de la régularité numérique avec laquelle les zones changent dans la succession des grilles

est généralement repérée géométriquement, cependant elle est aussi décrite verbalement parfois dégagée
de 'observation des dessins :
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Les éléves peuvent adopter deux attitudes en abordant ce probléme:
- la plus immédiate dans laquelle ils se concentrent sur la recherche des nombres demandés. Mais en
observant de manicre plus attentive la variabilité des grilles, 1'approche arithmétique centrée sur les
calculs prévaut :
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- 'autre plus évoluée dans laquelle la vision fonctionnelle apparait plus clairement dans la succession des

grilles.
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Quelques copies montrent que les éléves commencent a avoir une vision fonctionnelle du probléme, ils
reconnaissent la variabilité des dimensions des grilles. Dans certains cas ils font la distinction entre le numéro
d'ordre de la grille et les nombres correspondant a leurs dimensions. Les éléves arrivent aussi a noter soit la place
occupée par une grille dans la succession, soit les valeurs numériques des aires des quadrillages :
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Des représentations coordonnées apparaissent aussi tout en évitant les dessins successifs, en ayant recours a une
illustration qui représente synthétiquement la variabilité des grilles :
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Parfois les éléves tentent de raisonner seulement sur les nombres, en éliminant les dessins mais cette tentative
porte souvent a l'insuccés dans les résultats
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La clé du probléme consiste a trouver deux nombres entiers dont la différence est 2 et le produit 112 puis 224.
Cette copie 1’a bien comprise :
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Dans cette copie nous avons trouvé une tentative de décrire verbalement la "régle" selon laquelle les nombres
des carreaux des grilles s'accroissent.
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Pour aller plus loin

Ce probléme pourrait étre considéré comme introductif a la notion de fonction et de suite numérique, & condition
que la recherche d’une formule pour exprimer le passage d’une grille & 1’autre soit nécessaire pour pouvoir
répondre a la question.
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Ce n’est pas le cas comme on I’a vu avec les nombres 112 et 224, trop petits, qui peuvent étre traités par une
suite de dessins méme schématiques ou par des grilles embofitées. Cette variable didactique est donc essentielle
et détermine 1’objectif mathématique du probléme.
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Posons donc la question suivante : en continuant a construire des grilles en respectant la méme régle, pourrait-
on construire une grille avec exactement 1224 carrés ?

Cette valeur rend impossible une solution par dessins. Il est guere possible non plus de donner la suite numérique
des 34 aires des grilles successives en nombres de carrés : 3 (3x1), 8 (4x2), 15 (5x3), ..., 1224 (36x34) pour la
34%™ grille. La 33*™ compte 35x33 = 1155 carrés, il n’est donc pas possible d’obtenir une grille ayant un nombre
de carrés strictement compris entre 1155 et 1224.

Ce probleme, pour étre résolu dans sa généralité, suppose donc d’avoir une expression donnant I’aire d’une grille
en fonction de son rang. La copie suivante a bien compris le processus qui induit la relation fonctionnelle
cherchée, mais au niveau 6 il n’était pas possible de 1’exploiter algébriquement.
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En suivant cette régle de construction, possible au niveau 10, on peut obtenir cette expression : si R est le rang de
la grille considérée, son aire A(R) est donc égale a la somme partielle de la suite des nombres impairs de 3 a
2R + 1. Cette suite est obtenue a partir de la suite des entiers de 1 a R en les multipliant par 2 et ajoutant 1 a
chacun. Sa somme est donc égale au double de la somme des entiers de 1 a R (qui vaut R(R + 1)/2) auquel on
ajoute R : A(R) = R*+ 2R = (R + 1)*~1. Cette aire ne peut donc étre celle d’une grille qu’a la condition que le
nombre N de carrés donné soit tel que N+ 1 soit un carré parfait, et dans ce cas le rang de la grille

correspondante est R = «/N+1 — 1.



Une autre stratégie est sans doute plus abordable, en tout cas aux niveaux 8 et 9 : ’aire A(R) est obtenue par le
produit de la longueur par la largeur de la grille, en nombres de c6tés de carrés. Mais on a pu remarquer que ces
deux nombres different de 2.
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Ainsi, si R est le rang de la grille cherchée, égal a la largeur de cette grille, on a: A(R) = R(R + 2). Pour des
valeurs de R assez grandes, ce nombre est proche de R*. Si N est le nombre de carrés demandé, la recherche

d’un produit possible peut se faire par essais a partir de I’entier précédant\/ﬁ . Dans I’exemple proposé, avec
1155 <N < 1224, cela donne 34 < \/ﬁ < 35,d’ou le produit A(R) =34 x 36 = 1224.



